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Abstract 
Estimating the revenue efficiency of entities under evaluation is one of the 
most important evaluations that can give valuable information about 
organizations provided that the output prices are known. In this research, a 
new definition of optimal scale size (OSS) based on maximizing the average 
revenue efficiency (ARE) is presented. Also, the ARE is defined in both 
convex and non-convex sets, which is independent of returns to scale and the 
assumption that the vector of input-output prices of units is uniform. Next, 
due to the presence of uncertain data in many real applications, the 
introduced ARE model is extended to evaluate systems with random inputs 
and outputs, and approaches are provided to calculate it. Finally, the 
proposed method is used in an experimental example and the ARE is 
calculated for a data set of postal areas in Iran. 
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 یپوشش لیدر تحل نهیبه اسیدرآمد و اندازه مق ییمتوسط کارا
 یمراکز پست يمورد: مطالعه یتصادف يهاداده

   یاندهیم زکاریپره لایل
 ،یواحد رشت، دانشگاه آزاد اسلام ،يکاربرد یاضیرشته ر يدکتر يدانشجو
 رانیرشت، ا

  

 رانیرشت، ا ،یواحد رشت، دانشگاه آزاد اسلام ،يکاربرد یاضیاستاد، گروه ر  يموریرتیام رضایعل
  

 رانیا جان،یلاه ،یدانشگاه آزاد اسلام جان،یواحد لاه ،یاضیاستاد، گروه ر   یسهراب کردرستم
  

 رانیرشت، ا ،یواحد رشت، دانشگاه آزاد اسلام ت،یریگروه مد ار،یاستاد   یمنصور صوف
  

 چکیده
 از یکی واحدها درآمد کارایی ارزیابی باشد، مشخص ارزیابی تحت واحدهاي هايخروجی هايقیمت اگر
 مقاله، این در. دهد ارائه واحدها مورد در را ارزشمندي اطلاعات تواندمی که است هاییارزیابی ترینمهم
 شودمی ارائه درآمد کارایی متوسط اندازه سازيبیشینه بر اساس بهینه، مقیاس اندازه از جدیدي تعریف ابتدا

 اندازه، این که شودمی تعریف نامحدب و محدب فضاي دو در درآمد کارایی متوسط اندازه سپس و
 ادامه، در. است واحدها خروجی و ورودي هايقیمت بردار بودن یکسان فرض و مقیاس به بازده از مستقل
 شدهگرفته کار به تصادفی هايخروجی و هاورودي با واحدهایی ارزیابی براي درآمد کارایی متوسط اندازه

 مثال یک در پیشنهادي، روش نیز، پایان در. شودمی ارائه تصادفی فضاي در آن محاسبه جهت هاییمدل و
 قرار مورداستفاده ایران پستی مناطق از ايمجموعه درآمد کارایی متوسط اندازه محاسبه براي تجربی

 .گیردمی

 يهاداده یپوشش لیدرآمد، تحل ییمتوسط کارا ،ییکارا نه،یبه اسیاندازه مق :هاواژهکلید
 .یتصادف

  

  :نویسنده مسئولkordrostami@liau.ac.ir 
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 مقدمه
 گرفته قرار پژوهش و یموردبررس 1هاتحلیل پوششی داده ادبیات در که مفاهیمی از یکی
 و جیووانولا توسط شدهانجام پژوهش اساس بر. است 2بهینه مقیاس اندازه مفهوم است

 ،3پذیري آزادپوسته دسترسی نامحدب فضاي در بهینه مقیاس اندازه ،)2015( سسارونی
. کندمی حداقل را 4هزینه کارایی متوسط که است تولید امکان فضاي در نقطه یک

 دو ترکیب با که است هزینه کارایی از جدیدي معیار هزینه، کارایی متوسط اندازه همچنین
 کارایی تحلیل در را اقتصادي جوییصرفه از اندازه یک تخصیصی، و مقیاس کارایی
 مقیاس و هزینه هايکارایی از تردقیق عملکرد معیار یک اندازه این که کندمی تعریف

 با محدب فضاي درمتوسط کارایی هزینه  که شودمی داده نشان پژوهش، این در. است
 به توانمی بنابراین. است ثابت مقیاس به بازده با هزینه کارایی ارزهم متغیر مقیاس به بازده

 فرضی پیش هیچ بدون نامحدب و محدب فضاي دو هر در متوسط کارایی هزینه محاسبه
اندازه مقیاس  بین ارتباط پژوهش این در این، بر علاوه. پرداخت مقیاس به بازده مورد در

اندازه مقیاس بهینه  که شودمی داده نشان و شودمی بیان 5ورترین اندازه مقیاسبهره وبهینه 
ورترین اندازه بهره زیرا استورترین اندازه مقیاس بهره به نسبت تريگیرانهسخت معیار

 .است بودناندازه مقیاس بهینه  براي کافی نه و لازم شرط بودنمقیاس 
 را ارزیابی تحت واحدهاي هايخروجی قیمت ها،ورودي قیمت يجابه که زمانی

 از ارزشمندتري حاوي اطلاعات تواندمی واحدها درآمد کارایی ارزیابی باشیم داشته
 هم هاورودي هايقیمت اگر حتی. باشد هاآن هزینه کارایی متوسط به نسبت واحدها
 هزینه از بیشتر بررسی تحت واحدهاي درآمد روي دیتأک موارد از بعضی در باشند موجود

 مناطق عملکرد ارزیابی یا و ها،بانک شعب عملکرد ارزیابی در مثالعنوانبه. است هاآن
 واحدها هزینه کارایی به نسبت ارزشمندتري شامل اطلاعات درآمد کارایی ارزیابی پستی،

1. Data envelopment analysis (DEA) 
2. Optimal scale size (OSS) 
3. Free disposal hull (FDH) 
4. Average cost efficiency (ACE) 
5. Most productive scale size (MPSS) 
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 مقیاس اندازه و 1درآمد کارایی متوسط مفاهیم ابتدا مقاله، این در ،رونیازا. بود خواهد
 پژوهش از ايتوسعه مفاهیم، این. شوندمی تعریف 2درآمد سازيبیشینه اساس بر بهینه
 درآمد مورد در اینجا در که است ارزیابی تحت واحدهاي هزینه مورد در شدهانجام

اندازه مقیاس بهینه بر اساس  مفهوم بنابراین،. شوندمی ارائه بررسی تحت واحدهاي
 را شعاعی درآمد متوسط که تولید امکان فضاي از اينقطه عنوانبهسازي درآمد بیشینه
 کارایی اندازه اساس، این بر و شودمی تعریف کندمی بیشینه بررسی تحت واحد براي

 عملکرد مراتببه که واحدهاست درآمد از ارزیابی معیار یک ،متوسط کارایی درآمد
 .دارد مقیاس و درآمد هايکارایی به نسبت تريدقیق

 نامحدب و محدب فضاي دو درمتوسط کارایی درآمد  محاسبه هايروش ادامه، در 
 فضاي درمتوسط کارایی درآمد  مدل که شودمی داده نشان و شده گرفته قرار یموردبررس

 ارتباط. است ثابت مقیاس به بازده با درآمد مدل با ارزهم متغیر مقیاس به بازده با محدب
 بیانورترین اندازه مقیاس بهره وسازي درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه نقاط بین
 یک بودنورترین اندازه مقیاس بهره که شودمی داده نشان هزینه، حالت مشابه و شودمی

 یک بودنسازي درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه براي کافی نه و لازم شرط واحد
 محدب، فضاي درمتوسط کارایی درآمد  محاسبه از بعد. است تولید امکان فضاي از نقطه
. شودمی ارائه تصادفی هايداده حضور با و تصادفی فضاي درمتوسط کارایی درآمد  مدل
 و شدهلیتبد قطعی صورتبه ابتدا است احتمالی هايمحدودیت با روشی که مدل این

 بتوان آن کمک به تا شودمی تبدیل خطی حالت به مفروضاتی گرفتن نظر در با سپس
 با واحدهاییسازي درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه ومتوسط کارایی درآمد 

 ردي،کارب نمونه یک در نیز، پایان در. نمود محاسبه را تصادفی هايخروجی و هاورودي
 به ایران پستی مناطق از ايمجموعه درآمد کارایی متوسط ارزیابی براي پیشنهادي روش

 .شودمی گرفته کار
مراحل  تحقیق، حوزه در شدهانجام هايپژوهش ترینمهم در ادامه پس از مرور

1. Average revenue efficiency (ARE) 
2. Optimal scale size based on maximizing revenue (OSSR) 
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کلیات پژوهش این  1شود. شکل سازي و بحث و بررسی نتایج مطرح میبندي، پیادهمدل
 دهد.نشان میتحقیق را 

 

 . کلیات پژوهش1شکل 

 شروع

 مرور ادبیات و پیشینه تحقیق

ورترین اندازه مقیاس و متوسط کارایی درآمد در به منظور تخمین بهره مدل ارائه

 هاي تصادفیحضور داده

 ورترین اندازه مقیاس و متوسط کارایی درآمد دوازده مرکز پستی ایرانتخمین بهره

 تحلیل نتایج

 پایان

 ي و پیشنهاداتریگجهینت

 هاآوري دادهجمع
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 پیشینه پژوهش
 ارزیابی جهت قدرتمند ابزاري غیرپارامتري، رویکرد یک عنوانبهها داده پوششی تحلیل

 سپس و شد ارائه )1978( همکاران و چارنز توسط که است 1گیرندهتصمیم واحدهاي
 نمودن لحاظ ها،توسعه این از یکی. کرد پیدا توسعه مختلف هايزمینه در سرعتبه

 هايداده با واقعی دنیاي در ازآنجاکه. واحدهاست ارزیابی در گیرياندازه خطاهاي
 تیموردحما اقتصاددانان اکثر توسط تصادفی مرز مدل هستیم؛ مواجه تصادفی و غیرقطعی

 و آینر ،1978 سال در هاداده پوششی تحلیل مدل ارائه با زمانهم کهطوريبه قرارگرفت
 تصادفی مرز تحلیل ارزیابی، تحت واحدهاي از ايمجموعه ارزیابی براي )1977( همکاران

 گیري،اندازه خطاي داراي و غیرقطعی هايداده براي روش این. نمودند مطرح را
 مقادیر با هاداده پوششی تحلیل موضوع پژوهش، نیازاپس. گرفت قرار مورداستفاده

 براي )1992( سیکنز و گونگ. گرفت قرار یموردبررس زیادي هايپژوهش در تصادفی
 خطاهاي گرفتن نظر در با و کرده تعریف زمانی هايدوره واحدها، کارایی ارزیابی

 براي میانگین صورتبه را نتایج زمانی، هردوره براي آماري نویزهاي و گیرياندازه
 خطاهاي گرفتن نظر در بر علاوه )2004( رجیرو. کردند محاسبهگیرنده واحدهاي تصمیم

 صورتبه نیز را مرزي واحدهاي گیرياندازه خطاهاي زمانی، هايدوره در گیرياندازه
 مرزتابع تخمین روي گیرياندازه خطاهاي ریتأث نظرگرفتن در با و گرفت نظر در میانگین

 نتایج به منجر تواندمی هاداده متوسط پایه بر هامدل از استفاده که رسید نتیجه این به تولید
 را احتمالی هايمحدودیت با ریزيبرنامه هايمدل) 1963( کوپر و چارنز. گردد تريواقعی
 ارائه قطعی صورتبه تصادفی ریزيبرنامه مدل تبدیل منظوربه راهکارهایی .کردند مطرح

 ها باداده تحلیل پوششی) 1993( همکاران و لند. گردید حاصل غیرخطی مدل یک و شد
 و قطعی هايورودي با واحدها کارایی محاسبه منظوربه را احتمالی هايمحدودیت

) 1998( همکاران و کوپر .دادند توسعه بودند نرمال توزیع داراي که تصادفی هايخروجی
 هايخروجی و هاورودي براي احتمالی هايمحدودیت از استفاده با را کارا تصادفی مفهوم

 و آماري توزیع کارایی محاسبه منظوربه داشتند دیتأک هاآن. دادند توسعه احتمالی
1. Decision Making Unit (DMU) 
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 مسائل حل در جدید روش یک) 2016( همکاران و ناصري. است الزامی هاداده پراکندگی
تحلیل  مدل روش، این در که دادند ارائه فازي تصادفی پارامترهاي باها تحلیل پوششی داده

 هاورودي آن در که شدهداده گسترش فازي-تصادفی محیطی در استانداردها پوششی داده
. باشندمی نرمال توزیع از نوع تصادفی هايمیانه و مثلثی فازي متغیرهاي نوع از هاخروجی و

 هايمحدودیت با یافتهتوسعه هايداده پوششی تحلیل مدل از یک )2017( همکاران و لئو
 هاآنهدف  .نمودند تصادفی استفاده هايخروجی و هاورودي مدیریت براي احتمالی

با ) 2018پیري و همکاران ( .بود بدبینانه و بینانهخوش دیدگاه از نسبی کارایی گیرياندازه
ریزي محدودیت شانس به ارزیابی واحدها با مدل مضربی و روش برنامه يریکارگبه

غیرخطی بود توسعه هاي تصادفی پرداختند. همچنین معادل قطعی آن را که یک برنامه داده
ریزي درجه برنامه مسئلهتوان به یک و سپس ثابت کردند معادل قطعی مدل مضربی را می

 مدل یک استاندارد نرمال تبدیل استفاده از با )2019( همکاران و دوم تبدیل کرد. کائو
 ورودي عوامل بین بستگیهم تواندمی که دادند توسعه را تصادفی هايداده پوششی تحلیل

 زادهمهدي در نظر بگیرد. براي یافتن توزیع کارایی تصادفی تولیدي را واحد هر خروجی و
. اندپرداخته تصادفی هايداده با ايمرحله دو فرایندهاي مطالعه به) 2019( همکاران و

 اي تصادفی بر اساس مفاهیم تئورياي دومرحلههاي شبکهمدل تحلیل پوششی داده ،درواقع
 ضمن )،2020( و همکاران میتروپولوس مطالعه در .کردند ارائه غیرمشارکتی هايبازي
 هايداده پوششی تحلیل بر مبتنی روشی از واقعی، دنیاي هايدر داده حضور نویز به اشاره

 زادرون متغیرهاي که زمانی عملکرد، گیرياندازه منظوراست به شدهاستفاده  تصادفی
و  جهانی. هستند مرتبط معکوس طوربه) بیمار ایترض دیدگاه( زابرون و) کارایی(

تخمین  پایداري و ارزیابی به هاتحلیل پوششی داده از رویکرد استفاده با )2021( همکاران
از  حضور دارند. کارایی تصادفی هايداده کهیدرحالمقیاس پرداختند  اندازه ورترینبهره

 بررسی شد. 1استفاده از معیار هورویکزبا  و همچنین و بدبینانه بینانهخوش دو منظر
 اندازه او. پرداخت بهینه مقیاس اندازه محاسبه به که بود افرادي اولین از) 1965( فیش

 نظر در کندمی حداکثر را فیزیکی وريبهره متوسط که مقیاسی عنوانبه را بهینه مقیاس

1. Hurwicz 
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 بودند خروجی یک و ورودي چند شامل در آن بررسی ارزیابی تحت واحدهاي. گرفت
 محاسبه معیار عنوانبه ها،ورودي همه نسبی افزایش به نسبت خروجی یک افزایش که

 يریکارگبه با) 1983( همکاران و بامول. بود شده گرفته نظر دراندازه مقیاس بهینه 
) 1985( گروسکوف و فار. دادند گسترش را فیش نظریه خروجی چند ارزیابی واحدهاي

 نسبت را ارزیابی تحت واحد یک مقیاس کارایی ،هاتحلیل پوششی داده چارچوب در
. نمودند تعریف متغیر مقیاس به بازده هزینه کارایی به ثابت مقیاس به بازده هزینه کارایی

 مفهوم ،)1985( گروسکوف و فار توسط شدهتعریف مقیاس کارایی در) 1999( یشییسو
 باوجود کردند عنوان) 2004( هالمارسون و فورساند. گنجاند نیز را اقتصادي مقیاس اندازه
 در بهینه مقیاس اندازه گیرياندازه و بنديطبقه خصوص در که یتوجهقابل هايتلاش

 و محاسبه دنبال به هاپژوهش این از اندکی تعداد شده،انجامها تحلیل پوششی داده هايمدل
 هايیافته. اندبوده کارایی لیوتحلهیتجز در بهینه مقیاس اندازه براي معیار بهترین ارزیابی

 برايها تحلیل پوششی داده هايمدل زمان آن تا که است حقیقت این دیمؤ پژوهش این
 یخوببه دارد، هاو خروجی هاورودي در تغییرات به نیاز که بهینه مقیاس اندازه ارزیابی
 را براي اندازه مقیاسورترین بهره مفهوم )2019( همکاران و آسانی. نیست جوابگو
بررسی  موازي متصل هستند طوربه که ستمیرسیزچندین  از متشکل تولیدي هايسیستم

 فضاي در را بهینه مقیاس اندازه مفهوم بار اولین براي) 2015( سسارونی و کردند. جیوانولا
متوسط  هايویژگی بیان به و کردند بیانپذیري آزاد پوسته دسترسی غیرمحدب تکنولوژي

 با) 2019( همکاران و پیشهحقیقت. پرداختند فضا این دراندازه مقیاس بهینه  وکارایی هزینه 
 درآمد متوسط محاسبه براي را هزینه متوسط مدل هاخروجی و هاورودي زمانهم استفاده

 تقریبی محاسبه به عددي ابتکاري روش یک ارائه با و دادند توسعه سودآوري متوسط و
 .پرداختند بهینه مقیاس اندازه

ها تحلیل پوششی داده ادبیات در ابتدا همان از که مهمی مفاهیم از دیگر یکی
 گیرياندازه به )1957( فارل. بود درآمد و هزینه کارایی مفاهیم گرفت قرارموردتوجه 

 درآمد کل رساندن حداکثر به توانایی را درآمد کارایی او. پرداخت هزینه و درآمد کارایی
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 هم که دارد را ظرفیت این که گرفت نظر در معین ورودي سطوح ازاي به شدهحاصل
واحدهاي  یک هزینه کارایی او همچنین. شود شامل را تخصیصی هم و فنی هايجنبه

 به با مطلوب خروجی سطح بهگیرنده واحدهاي تصمیم آن رسیدن توانایی راگیرنده تصمیم
 هايجنبه شامل کلی کارایی یکعنوان به کارایی این. نمود بیان هزینه کل رساندن حداقل

 رویکردي با را سود و هزینه درآمد، کارایی هايمدل )2014( ساهو .بود تخصیصی و فنی
 یک به ارزش بر مبتنی فناوري یک کردند ثابت و دادند ارائه دارجهت فاصله تابع بر مبتنی

و  پوري. کرد تعیین را آن کارایی توانمی که شودمی تبدیل مناسب مرجع فناوري
کاملاً  هايمحیط را در درآمد کارایی و هزینه کارایی متعارف هايمدل )2016( همکاران

و  خروجی و ورودي هايداده که واقعی هايکارایی در موقعیت تا توسعه دادند فازي
 نظر همچنین .قرار گیرند ارزیابی مورد نیستند مشخص دقیقطور به هاآن متناظر هايقیمت

 پیشنهادي هايمدل در نیز هاآنتولید،  فرایند در نامطلوب هايخروجی وجود اهمیت به
 در مقیاس به بازده و درآمد کارایی ارزیابی به )2018( مهندرو و بهاتیا .گنجانده شدند

 درآمد کارایی لیوتحلهیتجز پژوهش، این از هدف که پرداختند هند تجاري هايبانک
 .بود 2013 تا 1991 هايسال در فاصله ساله 22 زمانی دوره دریک هند تجاري هايبانک

هاي تصادفی ) روشی مبتنی بر تحلیل پوششی داده2020خانجانی شیراز و همکاران (
هاي تصادفی گیري با ورودي و خروجیتخمین کارایی هزینه واحدهاي تصمیم منظوربه

تخمین اندازه مقیاس  منظوربهدهد روشی ت نشان میطور که مرور ادبیادادند. اما همان ارائه
باشد؛ بنابراین در هاي تصادفی موجود نمیبهینه و متوسط کارایی درآمد در حضور داده

 شود.این بررسی این موضوع رسیدگی می

 روش تحقیق
مفاهیم متوسط کارایی هزینه و اندازه مقیاس بهینه اولین بار توسط سسارونی و جیوونولا 

با ترکیب دو متوسط کارایی هزینه ) ارائه شد. در این پژوهش نشان داده شد که 2015(
که این  دهدیمکارایی مقیاس و تخصیصی، یک اندازه کارایی جدید از واحدها ارائه 

از کارایی مقیاس بر اساس هزینه است که اندازه کارایی  اعتمادقابلاندازه، یک اندازه 
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. با توجه به کندیم) را تولید 1992شده توسط بنکر و ترال (ارائه 1شعاعی مقیاس و تکنیکی
هاي هزینه و از کارایی ترقیدقیک اندازه عملکرد بسیار  متوسط کارایی هزینهاین ترکیب، 
متوسط کارایی ي است. همچنین وربهرهبر مبناي میانگین  منحصراً که  دهدیممقیاس ارائه 

خواهد  محاسبهقابلي ورودي براي واحدها متفاوت باشد نیز هامتیقزمانی که بردار  هزینه
 بود.

ي خروجی واحدها در دسترس باشند، هامتیقي ورودي، هامتیقجاي به کهیمادام
اطلاعات ارزشمندتري به نسبت کارایی هزینه ارائه دهد.  تواندیمکارایی درآمد واحدها 

شده توسط جیونولا و ارائه کارایی هزینه متوسطو  اندازه مقیاس بهینهدر این شرایط مفاهیم 
، تنها هزینه هااندازه) دیگر کاربرد نخواهد داشت؛ زیرا مبناي محاسبه این 2015سسارونی (

بر روي افزایش  دیتأکي واقعی، هانمونهواحدهاست این در حالی است که در بسیاري از 
 اندازه مقیاس بهینهبتدا مفاهیم جاي کاهش هزینه مدنظر است. بنابراین، در ادامه ادرآمد به

) براي کارایی درآمد 2015شده توسط جیونولا و سسارونی (ارائهمتوسط کارایی هزینه و 
شده در خصوص این دو مفهوم در حالت ي ارائههایژگیوو سپس  شوندیمتوسعه داده 
 .شوندیمشده و در پایان این مفاهیم در فضاي تصادفی تعمیم داده درآمد اثبات

شده متشکل از همه واحدهاي مشاهده ،پذیري آزادپوسته دسترسی فضاي امکان تولید
 -پذیري آزاد را در نظر بگیرید. دراین فضا، هر ترکیب وروديتحت اصل دسترسی

و همان خروجی و هر ترکیب  شدهمشاهدهي هايورودخروجی با ورودي ناکمتر از 
شده و همان ورودي نیز ي مشاهدههایخروجخروجی با خروجی نابیشتر از  –ورودي 

تا هیچ فرضی را در مورد  میکنیموجود دارند. همچنین بازده به مقیاس فضا را متغیر فرض 
 بازده به مقیاس اعمال نکرده باشیم.

)داریم که رندهیگمیتصمواحد  nکنیم فرض می 1, 2,..., )jDMU j n= ،m 
)ورودي  1,..., )ijx i m=ي تولید را براs خروجی( 1, 2,..., )rjy r s=  کندیماستفاده .

و بردارهاي  باشندیمهمچنین فرض کنید ورودي و خروجی واحدها همگی نامنفی 
1صورتبهی خروجي و ورود 2( , ,..., )T

j j j mjx x x x= 1و 2( , ,..., )T
j j j sjy y y y= 

1. Technical and scale radial efficiency (TSRE) 
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ها را ها و خروجیدهنده ترانهاده است. اکنون اگر ماتریس ورودينشان Tباشند که در آن 

]صورت به ]1 2, ,..., n m n
X x x x

×
]و  = ]1 2, ,..., n s n

Y y y y
×

در نظر بگیریم فضاي  =
 :شودیمصورت زیر تعریف به پذیري آزادپوسته دسترسیامکان تولید 

)1( { }
1

( , ) | , , 1, 0,1 ,
n

FDH
j j

j
T x y X x Y y j Jλ λ λ λ

=

 
= ≤ ≥ = ∈ ∈ 
 

∑  

}ها وjλشامل  ×1nبرداري است  λدر رابطه فوق  }1,2,...,J n=. 
با اضافه شدن اصل تحدب به فضاي امکان تولید محدب با  FDHTفضاي امکان تولید

محدب نامیده و  VRSشود که آن را فضاي تبدیل می )VRS( 1بازده به مقیاس متغیر
 دهیم:زیر نمایش می صورتبه

)2(    { }( , ) | , , 1 , 0 ,VRS
j jT x y X x Y y j Jλ λ λ λ= ≤ ≥ = ≥ ∈∑ 

بردار صورتبهي همه واحدها یکسان و هایخروجهاي اکنون فرض کنید مقادیر قیمت 

1( ,...., ) 0sq q q=  jxي ریکارگبهحاصل از jDMU درآمد کلیjqy باشد. بنابراین <
ي خروجی براي همه واحدها فقط براي راحتی هامتیقیکسان بودن  است. فرض

ي خروجی واحدها متفاوت هامتیقي است و نتایج حاصله براي حالاتی که گذارعلامت
 است. میتعمقابلباشند نیز 

اکنون مفهوم متوسط کارایی درآمد را بر اساس نسبت متوسط درآمد شعایی به درآمد 
کنیم. براي جزئیات بیشتر فرض کنید متوسط درآمد شعاعی واحد تحت بررسی تعریف می

jDMU صورت زیر داده شده باشد:به 

)3(                                                                                       
( )

( ) j
j

R tx
RAR x

t
= 

))، 3در رابطه ( )jR tx 1درآمد کلی حاصل از تولید وt یک اسکالر مثبت است که  ≠
) بر 3. با تقسیم رابطه (دشویم jxي هايوروددر ترکیب  زمانهمباعث انبساط یا انقباض 

 داریم: jدرآمد کلی واحد 

1. Variable Returns to Scale (VRS) 
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)4(                                                                             ( ) ( ) 1
( ) ( )

j j

j j

RAR x R tx
R x R x t

= × 

)اکنون فرض کنید  , )h hx y T∈ یک واحد مرجع دلخواه باشد. قرار دهید 

)5(                                                                   ( ), ,min ; 0,ij
j h j hi

ih

x
x

ρ ρ
 

= ∈ ∞ 
  

با قراردادن 
,

1

j h

t
ρ

داریم  =
,

1 max ih
j j j hi

j h ij

xtx x x x
xρ

  = = ≥ 
  

، لذا بنا به اصل 

)داریم پذیري آزاددسترسی ) ( )j h hR tx R x qy= . بنابراین نسبت متوسط کارایی =
 شود:زیر تعریف می صورتبهدرآمد 

)6(                                                                                ,

( ) 1. .
( )

j h
j j h

j j

R tx qyR
R x t qy

ρ= = 

j,در رابطه فوق،  hρ  بردارهاي ورودي از مقایسه بین آمدهدستبهفاکتور مقیاس شعاعی

jDMU  و واحد مرجعh است. همچنینjR  میزان تصویر شعاعی بردار ورودي بر روي
ارایی یک اندازه ک عنوانبه jRاست. براي اینکه بتوان از jtxاندازه مقیاس بهینه آن یعنی 

مقیاسی که  عنوانبه سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهاستفاده کرد، مفهوم 
ي از تعریف اتوسعه. این تعریف، شودیم، تعریف کندیممتوسط درآمد شعاعی را بیشینه 

براي حالت درآمد است که در زیر  )2015توسط سسارونی و جیوانولا ( اندازه مقیاس بهینه
 :دیآیم

 سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه، یک jDMUبراي هر -1تعریف 
 .کندیمرا بیشینه  jRواحدي از فضاي امکان تولید است که 

جواب  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه، یک 1بر اساس تعریف 
 ل زیر است.اي براي مدبهینه
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)7(                                                                                         
( )

,max .

. . ,

h
j j h

j

h h

qyR
qy

s t x y T

ρ=

∈
 

نقطه مرجع خودش باشد. از  تواندیم) یک مدل همواره شدنی است زیرا هر واحد 7مدل (
نخواهد شد زیرا بنا به فرضیات اولیه واحدها، کرانیبطرفی این مدل 

,0, ,j j h hqy qyρ> < ∞ < *صورت ) را به7. همچنین اگر جواب بهینه مدل (∞
jR  در

1* وضوحبهنظر بگیریم آنگاه  jR≤ < نقطه  عنوانبهتواند خواهد بود زیرا هر واحد می ∞
زیر تعریف  صورتبهیرد. بر این اساس، اندازه متوسط کارایی درآمد مرجع خودش قرار گ

 شود.می
، بیشینه گیرندهواحد تصمیمبراي یک  متوسط کارایی درآمداندازه  -2تعریف 

 شود؛ یعنی:) ایجاد می8مقداري است که توسط مدل (

)8(                                                      *
,( , ) ( , )

max max .
h h h h

h
j j j j hx y x y

j

qyARE R R
qy

ρ= = =  

بنابراین اگر  .از یک است تربزرگتوضیح داده شد این مقدار  ترشیپطور که همان
بخواهیم همانند کارایی خروجی محور، مقداري بین صفر و یک را به آن اختصاص دهیم 

/1توان از معکوس آن یعنی می jARE درآمد استفاده  اندازه متوسط کارایی عنوانبه
 کرد.

اندازه مقیاس بهینه بر و  متوسط کارایی درآمدي بیشتري از اندازه هایژگیودر ادامه 
 .شوندیمنشان داده  سازي درآمداساس بیشینه

 متوسط کارایی درآمد و درآمدي بهینه مقیاس اندازه هايویژگی
 متوسط کارایی درآمدبه این نتیجه رسید که تعیین  توانیمی راحتبه) 7با توجه به رابطه (

آن واحد بستگی  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهبراي هر واحد به تعیین 
اندازه مقیاس بهینه بر اساس و  متوسط کارایی درآمدي هایژگیودارد و بنابراین اغلب 
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اشاره  هایژگیوه به بعضی از این اند که در ادامبه یکدیگر وابسته سازي درآمدبیشینه
اندازه مقیاس و  متوسط کارایی هزینهي هایژگیو، همان هایژگیواین  درواقع. شودیم

شده و در اینجا ) براي حالت هزینه ارائه2015است که توسط سسارونی و جیوونولا ( بهینه
 .اندشدهبراي حالت درآمد توسعه داده 

)نقطه  -3تعریف  , )h hx y  هرگاه  مییگویماز فضاي امکان تولید را کاراي درآمد
، hxوجود نداشته باشد که با هزینه کمتر از Tهیچ نقطه دیگري در فضاي امکان تولید 

 تولید کند. hqyدرآمدي بیشتر یا مساوي 
) است. بر اساس این 1957شده توسط فارل (رایی درآمد ارائهتعریف فوق، تعریف کا
 زیر خواهد بود. صورتبه متوسط کارایی درآمدتعریف، اولین قضیه مربوط به 

یا مساوي اندازه کارایی  تربزرگیک واحد،  متوسط کارایی درآمداندازه  -1قضیه 
 درآمد آن واحد است.

 آید:ر به دست میاثبات: کارایی درآمد یک واحد از رابطه زی

max

. .

h

j

h j

qy
qy

s t x x≤
 

hاگر jx x≤  آنگاه, min 1ij
j h i

ih

x
x

ρ
 

= ≥ 
 

 و لذا 

,max max .h h
j h j

j j

qy qy ARE
qy qy

ρ≤ = .■ 

یک واحد، نسبت به کارایی درآمد  متوسط کارایی درآمددهد که اندازه نشان می 1قضیه 
کاراي درآمد نیز  حتماً متوسط درآمدتري است زیرا هر واحد کاراي آن واحد، معیار دقیق

نخواهد بود. این نتیجه  متوسط درآمدکاراي  لزوماًخواهد بود ولی هر واحد کاراي درآمد 
j,به این دلیل است که در محاسبه کارایی درآمد، محدودیت  hρ وجود دارد 1=

 وجود ندارد. متوسط کارایی درآمدکه این محدودیت در محاسبه اندازه درحالی
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)اگر  -2قضیه  , )h hx y  باشد  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهیک
1hAREآنگاه =. 

،oاثبات: کافی است نشان دهیم به ازاي هر واحد دلخواهی مثل 

,. 1o
h h o

h

qyR
qy

ρ= ). فرض کنید≥ , )h hx y  سازي اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهیک

)براي واحد درآمد , )j jx y باشد. همچنین فرض کنید( , )o ox y طه دلخواه از یک نق
 ) داریم:7فضاي امکان تولید باشد. مطابق رابطه (

, ,. .h o
j h j o

j j

qy qy
qy qy

ρ ρ≥
 

 با جابجایی رابطه فوق داریم:

,

,

. 1j oo

h j h

qy
qy

ρ
ρ

≤ 

 از طرفی داریم:

,
,

,

min .max minj o ij ih ih
h oi ii

j h io ij io

x x x
x x x

ρ
ρ

ρ
     = ≥ =     
      

,لذا
,

,

. . j oo o
h h o

h h j h

qy qyR
qy qy

ρ
ρ

ρ
= ≤ ≤1. ■ 

باشد داراي  سازي درآمدبهینه بر اساس بیشینهاندازه مقیاس ، هر واحدي که 2مطابق قضیه 
1AREاندازه کارایی  هر  گریدانیببهاست.  متوسط درآمدخواهد بود و لذا کاراي =

، بیشترین متوسط کارایی درآمد را سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهواحد 
گفته شد،  ترشیپ. از طرفی بنا به مطلبی که دهدیمي خود نتیجه هايورودبراي ترکیب 

هراندازه مقیاس ، کاراي درآمد نیز هست؛ لذا متوسط درآمدهر واحد کاراي  ازآنجاکه
 کاراي درآمد نیز هست. سازي درآمدبهینه بر اساس بیشینه

اندازه مقیاس بهینه بر اساس توان بیان کرد. اگر این مطلب را از زاویه دیگري نیز می 
اندازه مقیاس بهینه بر  عنوانبهکاراي درآمد نباشد آنگاه نقطه مرجع آن  سازي درآمدنهبیشی
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اندازه مقیاس بهینه بر شود و لذا تناقضی در تعریف شناخته می سازي درآمداساس بیشینه
باشد. بر این اساس، در ) هست، می7کننده رابطه (که بیشینه سازي درآمداساس بیشینه

اندازه ، مقایسه واحدها با واحدهاي متوسط کارایی درآمدارزیابی واحدها توسط اندازه 
متوسط که این واحدها خود کاراي  شودیمانجام  سازي درآمدمقیاس بهینه بر اساس بیشینه

سازي اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهارا نیز مراجع واحدهاي ناک قاعدتاًهستند و  درآمد
 هستند. درآمد

ورترین بهرهو  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهدر ادامه به تعیین ارتباط 
ی شعاعی بر اساس دهبهرهپردازیم. براي این منظور ابتدا تعریفی از متوسط می اندازه مقیاس

 شود:می گرفتهزیر در نظر  صورتبه) 2015پژوهش سسارونی و جیووانولا (

)9(                 , , , , ,. max , max rjih
j h j h j h j h j hi r

ij rh

yxRAR
x y

δ γ δ γ
    = = =   
    

  

ورترین اندازه بهره) فرمول زیر را براي تعریف 2004تعریف فوق، پودینوفسکی ( بر اساس

,ارائه داد: ترکیب  مقیاس
,

,

. . 1j oo o
h h o

h h j h

qy qyR
qy qy

ρ
ρ

ρ
= ≤ ورترین اندازه بهرهیک  ≥

 نها اگر:است اگر و ت مقیاس
)10(                                                                                            , ,min ( . ) 1h m h mm

δ γ = 

ممکن  m*است و نقطه بهینه Tدهنده همه نقاط فضاي امکان تولید نشانmکه در آن 
 فرد نباشد.است منحصربه

و  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه)، ارتباط 10بر اساس رابطه (
 .شودیمدر قضیه زیر نشان داده  ورترین اندازه مقیاسبهره

ازه ورترین اندبهرهیک  سازي درآمدهراندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه -3قضیه 
 است. مقیاس

 .شودیمزیر ارائه  صورتبه jRاي ازبراي اثبات این مطلب، ابتدا تجزیه اثبات:
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)فرض کنید  , )j jx y T∈ یک نقطه از فضاي امکان تولید و( , )h hx y T∈  نقطه
با توجه به رابطه  صورت نیاآن باشد، در  سازي درآمدبهینه بر اساس بیشینه اندازه مقیاس

)، ترکیب 9(
, ,

1 1( , )j j
j h j h

x y
ρ γ

خواهد بود زیرا Tعضوي از  
, ,

1 1,j h j h
j h j h

x x y y
ρ γ

≥ ≤. 

از رابطه  
,

1
j h

j h

y y
γ

 داریم: jsو معرفی متغیرهاي کمبود  ≥

,

j
h j

j h

y
y s

γ
= + 

 رسیم:هاي خروجی در رابطه فوق به رابطه زیر میبا اعمال قیمت

,

j
h j

j h

qy
qy qs

γ
= + 

 صورت زیر خواهیم داشت:به jRاي از)، تجزیه6اکنون با جایگذاري رابطه فوق در رابطه (

,
, ,

, ,

1 1. . .

j
j

j h jh
j j h j h

j j j j h j h

qy
qs

qsqyR
qy qy qy

γ
ρ ρ

γ δ

+
 

= = = +  
 

 

)حال فرض کنید  , )h hx y نباشد. لذا  ورترین اندازه مقیاسبهره* *, ,
. 1

h m h m
δ γ که در  >

,*) است. از طرفی با توجه به رابطه10جواب بهینه رابطه ( m*آن
. 0h

h m
h

qs
qy

ρ  داریم:≤

*

* * * *
,

, , , ,

1 1 1. . 1
.

h h
h h m

h hh m h m h m h m

qs qsR
qy qy

ρ
γ δ γ δ

 
 = + = + >
 
 

 

)بودن سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهکه این متناقض با  , )h hx y .است  
اندازه بودن شرط لازم براي  ورترین اندازه مقیاسبهرهدهد که نشان می 3قضیه 

بودن یک واحد است این در حالی است که  سازي درآمدمقیاس بهینه بر اساس بیشینه
طور که در نمونه کاربردي خواهیم دید همان گریدعبارتبهعکس این قضیه برقرار نیست. 
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اندازه مقیاس بهینه بر اساس باشد ولی  ورترین اندازه مقیاسبهرهتواند یک واحد می
بودن  سازي درآمدبیشینهاندازه مقیاس بهینه بر اساس نباشد. بنابراین  سازي درآمدبیشینه

 تواندیماست که در ارزیابی واحدها  ورترین اندازه مقیاسبهرهتري نسبت به ویژگی دقیق
 ی قرار گیرد.موردبررس

اندازه مقیاس بهینه بر اساس و  متوسط کارایی درآمددر ادامه به معرفی اندازه 
، اندازه 4پردازیم. قضیه میدر فضاهاي محدب با بازده به مقیاس متغیر  سازي درآمدبیشینه

 .دهدیمرا در این فضا به دست  متوسط کارایی درآمد
یک واحد در فضاي محدب با بازده به مقیاس  متوسط کارایی درآمداندازه  -4قضیه 

 اندازه کارایی درآمد آن واحد تحت بازده به مقیاس ثابت است. ارزهممتغیر، 
 شود؛ داریم:FDHTجایگزین VRST) فرض کنید 8اثبات: در رابطه (

* 1max .

. .

( , )

h
j

j

j h

VRS
h h

qyR
qy t

s t tx x

x y T

=

≥

∈

  

 شوند:هاي زیر در مدل فوق اعمال میمحدودیت VRSTهاي فضايبا توجه به محدودیت

 

1

1

1

( , )

1

n

ij j h
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h h rj j h
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=

=

=


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
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,0ها بربا تقسیم محدودیت 1t t>  شود:مدل غیرخطی زیر نتیجه می ≠
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*اکنون با تغییر متغیرهاي  * *1 , ,j h
j

xs x
t t t

λ
λ= = خطی زیر  صورتبهمدل فوق  =

 خواهد بود:
*

*

*

1

* *

1

max

. .

j
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n

j j j
j

n

j j
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qyR
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s t x x
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,0دقت شود که با توجه به اینکه  1t t> *در مدل فوق محدودیت ، ≠ *

1

n

j
j

sλ
=

=∑ 

 ■ است. شدهحذفها محدودیتی اضافه است که از مجموعه محدودیت
در  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهدهد که یک نشان می 4قضیه 

که  هاستیخروج و هايورودفضاي محدب و تحت بازده به مقیاس متغیر، ترکیبی از 
متوسط . همچنین اندازه کندیممقدار درآمد کلی را تحت بازده به مقیاس ثابت بیشینه 
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یک واحد در فضاي محدب و تحت تکنولوژي بازده به مقیاس متغیر، همان  کارایی درآمد
 اندازه کارایی درآمد تحت تکنولوژي بازده به مقیاس ثابت خواهد بود.

 متوسط کارایی درآمد گفته شد؛ براي محاسبهFDHT و آنچه در فضاي 4بنا بر قضیه 
در فضاهاي  گیرندهواحدهاي تصمیمیک  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهو 

 :میکنیمزیر عمل  صورتبهمحدب و نامحدب 

 الف) در فضاي نامحدب:

تحت بررسی محاسبه کرده و ) را به ازاي تمامی واحدهاي 7مقدار تابع هدف رابطه (
و jOSSRعنوان به کندیمفراهم  jDMUواحدي که بیشترین مقدار تابع هدف را براي

 .میریگیمدر نظر jARE عنوانبهرا  شدهمحاسبهمقدار 

 مقیاس متغیر:ب): در فضاي محدب و تحت تکنولوژي بازده به 

*مدل درآمد زیر را حل کرده و مقادیر 
jλ  و*

rhyکنیم.را محاسبه می 
 )11(                                     
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 :دیآیماز رابطه زیر به دست oAREصورت مقدار در این

)12(                                                                                             
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هايبا وزنoDMUهمچنین ترکیب محدب نقطه مرجع 
*

*

1

j
n

j
j

λ

λ
=
∑

قرار  oOSSR عنوانبهرا  

 .میدهیم

 تصادفی فضاي در بهینه مقیاس اندازه و درآمد کارایی متوسط
هاي غیرقطعی سروکار داریم استفاده از روش با توجه به اینکه در دنیاي واقعی با داده

عوامل  ریتأثتحت  هاآنو یا هردوي  هایخروج، هايورودریزي تصادفی که در آن برنامه
 تصمیمات غیرمنتظره دولت، نوسان ارز، عوامل محیطی و ریتأثاقتصادي، عوامل سیاسی، 

از  در استفادهآنچه  .رسدیمالزامی به نظر  باشدیمکنترل مدیر  کشاورزي خارج از
ي تصادفی بسیار حائز اهمیت است این است که تابع توزیع احتمال زیربرنامهي هامدل
 هادادهپراکندگی  را با داشتن توزیع وي باشد؛ زیریگاندازهقابلیا  باید مشخص و هاداده

 .شودیمامکان حادث شدن رویدادها بسیار زیاد 
ي تصادفی، استفاده از روش زیربرنامهي حل مسائل هاروش نیترمهمیکی از 

 در نظرصورت احتمالی به هاتیمحدودي احتمالی است که در این مدل، هاتیمحدود
 .(Huang, & Li, 2001) شودیمگرفته 

ورودي تصادفی jDMU ،mبراي استفاده از این مدل، فرض کنید 

( )1 ,...,j j mjx x x=   را براي تولیدs خروجی تصادفی( )1 ,...,j j sjy y y=   .به کار گیرد
)همچنین بردارهاي )1 ,...,j j mjx x x= و( )1 ,...,j j sjy y y=  نیز به ترتیب بردارهاي

در نظر گرفته شوند که نامنفی و ناصفر هستند.  هایخروجو  هايورودامید ریاضی متناظر با 
زیر  صورتبه oAREي احتمالی براي تعیین هاتیمحدوددر این صورت مدل درآمد با 

 خواهد بود:
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)13(                                     
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) نیاز است که این مدل به یک مدل 13براي ارزیابی واحد تحت بررسی به کمک مدل (
) را استفاده 2001شده توسط هوانگ و لی (قطعی تبدیل شود. براي این منظور روش ارائه

 آید:دست آید. جزئیات کار در ادامه می) به 13کرده تا مدل قطعی حاصل از مدل (

محدودیت
1

( ) 1
n

ij j io
j

P x xλ α
=

≤ ≥ −∑    را در نظر بگیرید. با تعریف متغیرهاي

−0isکمکی   داریم: ≤

)14(                                                                      
1

( ) 1
n

ij j io i
j

P x x sλ α−

=

− ≤ − = −∑   

:میدهیمقرار 
1

n

i ij j io
j

d x xλ
=

= −∑  

 
 

 هر ترکیب خطی از متغیرهاي نرمال، داراي توزیع نرمال است داریم: ازآنجاکه

( )2, ( )i i id N d σ λ  
 که در آن:

1 1

2

1

1 1 1

( )

( ) var( ) var( )

( , ) var( ) 2 ( , )

n n

i ij j io ij j io
j j

n

i i ij j io
j

n n n

j k ij ik io j o ij io
j k j

d E x x x x

d x x

Cov x x x Cov x x

λ λ

σ λ λ

λ λ λ λ

= =

=

= = =

= − = −

= = − =

+ −

∑ ∑

∑

∑∑ ∑

 

  

    
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با در نظر گرفتن متغیر تصادفی
1

n

i ij j io
j

d x xλ
=

= −∑   ) داریم:14در رابطه ( 

( ) 1i iP d s α−≤ − = − 
 و یا:

( ) 1
( ) ( )

i i i i

i i

d d s dP α
σ λ σ λ

−− − −
≤ = −


 

از طرفی با قرار دادن 
( )

i i
i

i

d dZ
σ λ
−

=


 و با توجه به اینکه متغیرiZ  داراي توزیع نرمال

 استاندارد است داریم:

( ) 1
( )

( )
( )

( )
( )

i i
i

i

i i
i

i

i i

i

s dP Z

s dP Z

s d

α
σ λ

α
σ λ

ϕ α
σ λ

−

−

−

− −
≤ = −

+
≥ =

+
=



 

 تابع توزیع تجمیعی نرمال استاندارد است. لذا داریم: ϕدر رابطه فوق 

1 1( ) ( ). ( ) 0
( )

i i
i i i

i

s d s dϕ α ϕ α σ λ
σ λ

−
− − −+

= → + − = 

 زیر خواهد بود: صورتبه) 14بنابراین فرم قطعی محدودیت (

1

1

2

1

1 1 1

( ) ( )

( ) var( ) var( )

( , ) var( ) 2 ( , )

n

ij j i io
j

n

i i ij j io
j

n n n

j k ij ik io j o ij io
j k j

x x

d x x

Cov x x x Cov x x

λ ϕ α σ λ

σ λ λ

λ λ λ λ

−

=

=

= = =

− ≤

= = − =

+ −

∑

∑

∑∑ ∑

  

    

 

ي هاتیمحدودبا انجام فرایندي مشابه براي 
1

( ) 1
n

rj j rh
j

P y yλ α
=

≥ ≥ −∑   و با توجه به

 زیر خواهد بود: صورتبه هاتیمحدود، صورت قطعی این دسته از rhyقطعی بودن مقادیر
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1

1

2

1 1

( ) ( )

( ) ( , )

n

rj j r rh
j

n n

r j k rj rk
j k

y y

Cov y y

λ ϕ α δ λ

δ λ λ λ

−

=

= =

+ ≥

=

∑

∑∑  

 

 شود:بنابراین مدل درآمد در حالت تصادفی به مدل درجه دوم زیر تبدیل می

)15( 

1

1

1

1

1

max

. . ( ) ( ) , 1, 2,...,

( ) ( ) , 1, 2,...,

0, 0 1,2,..., , 1, 2,..., .

s

r rh
r

n

ij j i io
j

n

rj j r rh
j

j rh

q y

s t x x i m

y y r s

y r s j n

λ ϕ α σ λ

λ ϕ α δ λ

λ

=

−

=

−

=

− ≤ =

+ ≥ =

≥ ≥ = =

∑

∑

∑
 

) )،15در مدل ( )ϕ α  1تابع تجمیعی توزیع احتمال نرمال استاندارد و( )ϕ α−  تابع
 معکوس آن است. همچنین داریم:

)16(      
2

1 1

2

1 1 1

( ) ( , ), 1, 2,..., ,

( ) ( , ) var( ) 2 ( , ), 1, 2,..., .

n n

r j k rj rk
j k

n n n

i j k ij ik io j ij io
j k j

Cov y y r s

Cov x x x Cov x x i m

δ λ λ λ

σ λ λ λ λ

= =

= = =

= =

= + − =

∑∑

∑∑ ∑

 

    

 

) توضیح داده شد، یک مدل غیرخطی 16) به دلیل وجود قیود درجه دوم که در (15مدل (
درجه دوم است. اما اگر متغیرهاي ورودي و خروجی را ناهمبسته فرض کنیم از طریق 

مدلی خطی براي محاسبه  توانیم)، 2001شده توسط هوانگ و لی (ساختار خطاي ارائه
فی به دست آورد. براي جزئیات بیشتر فرض کنید واحدهاي تصاد متوسط کارایی درآمد

 صورت زیر باشند:ام به jي واحد هایخروجو  هايورود

)17( 
, 1, 2,...,

, 1, 2,..., .
ij ij ij ij

rj rj rj rj

x x a i m

y y b r s

ε

ζ

= + =

= + =




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متغیرهاي تصادفی نرمال  rjζو ijεو  باشندیممقادیري نامنفی  rjbو  ijaکه در آن  

2کهيطوربه باشندیم 2(0, ), (0, )ij rjN Nε σ ζ δ   صورت نیا. در ijε ها وrjζ ها
 ) داریم:17روابط ( بر اساس. باشندیمخطاهاي متغیرهاي تصادفی ورودي و خروجی 

)18(                                                                                           
2 2

2 2

( , )

( , )
ij ij ij

rj rj rj

x N x a

y N y b

σ

δ

 

 
 

اکنون اگر متغیرهاي ورودي و خروجی را ناهمبسته فرض کنیم آنگاه 
( , ) 0, ( , ) 0rj rk ij ikCov y y Cov x x= =    فرض کرد  توانیم. همچنینij iε ε=   و

rj rζ ζ= زیر خواهد بود: صورتبه) 13سازي مدل (. با این مفروضات، فرایند قطعی 

يهاتیمحدود
1

( ) 1
n

ij j io
j

P x xλ α
=

≤ ≥ −∑   را در نظر بگیرید. با معرفی

1

n

i ij j io
j

d x xλ
=

= −∑    و با توجه به خواص تابع توزیع نرمال، ساختار خطا و مفروضات

 فوق داریم:

1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n n

i ij j io ij j i ij j io i io
j j j

n n

ij j io i ij j io
j j

d x x x a x a

x x a a

λ λ ε λ ε

λ ε λ

= = =

= =

= − = + − + =

− + −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

   



 

 در این صورت:

2 2

1 1
, ( )

n n

i ij j io ij j io
j j

d N x x a aλ σ λ
= =

 
− − 

 
∑ ∑  

 شود:زیر قطعی می صورتبههاي نامبرده بنابراین محدودیت

1

1 1
( )

n n

ij j ij j io io
j j

x a a xλ ϕ α σ λ−

= =

− − ≤∑ ∑ 
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اکنون محدودیت
1

( ) 1
n

rj j rh
j

P y yλ α
=

≥ ≥ −∑  را در نظر بگیرید. با معرفی

1

n

r rj j rh
j

k y yλ
=

= −∑  :داریم 

1 1 1

1 1
( )

n n n

r rj j rh rj j r rj j rh
j j j

n n

rj j rh r rj j
j j

k y y y b y

y y b

λ λ ζ λ

λ ζ λ

= = =

= =

= − = + − =

− +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 


 

 در این صورت:

2 2

1 1
, ( )

n n

i rj j rh rj j
j j

k N y y bλ δ λ
= =

 
− 

 
∑ ∑  

 شود:زیر قطعی می صورتبهي نامبرده هاتیمحدودبنابراین 

1

1 1
( )

n n

rj j rj j rh
j j

y b yλ ϕ α δ λ−

= =

+ ≥∑ ∑ 

صورت بهoARE) براي محاسبه 12، مدل تصادفی (rjbلذا با توجه به مثبت بودن مقادیر
 قطعی زیر خواهد بود:

)19(                    

1

1

1 1

1

1 1

max

. . ( ) , 1, 2,..., ,

( ) ( ) , 1, 2,..., ,

0, 0, 1, 2,..., , 1, 2,..., .

s

r rh
r

n n

ij j ij j io io
j j

n n

rj j rj j rh
j j

j rh

q y

s t x a a x i m

y b y r s

y r s j n

λ ϕ α σ λ

λ ϕ α δ λ

λ

=

−

= =

−

= =

− − ≤ =

+ ≥ =

≥ ≥ = =

∑

∑ ∑

∑ ∑
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آن را با  توانیممدل فوق به دلیل وجود عبارت قدرمطلق، مدلی غیرخطی است که 
 خطی زیر نوشت: صورتبه

)20(        

1

1

1

1

1 1

1

max

. . ( ) ( ) , 1, 2,..., ,

( ) ( ) , 1, 2,..., ,

, 1, 2,..., ,

, , 0 , 0, 1, 2,..., , 1, 2,..., , 1, 2,..., .

s

r rh
r
n

ij j i i io
j

n n

rj j rj j rh
j j

n

ij j io i i
j

i i j rh

q y

s t x p p x i m

y b y r s

a a p p i m

p p y i m r s j n

λ ϕ α σ

λ ϕ α δ λ

λ

λ

=

− + −

=

−

= =

+ −

=

+ −

− + ≤ =

+ ≥ =

− = − =

≥ ≥ = = =

∑

∑

∑ ∑

∑

 

*بعد از محاسبه 
rhy ) مقدار20از مدل ،(oARE شود:از رابطه زیر حاصل می 

)21(                             
* *

1 1

1

1 1 1
( ) ( )( )

s s

r rh r rh
r r

o s s s

r ro r ro r ro
r r r

q y q y
ARE

q y q y q bϕ α

= =

−

= = =

= =
+

∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

) بر مقدار 20را از تقسیم مقدار بهینه تابع هدف مدل ( oARE)، مقدار21رابطه ( درواقع
آورد. در ادامه به بررسی به دست می، α بررسی در سطحتصادفی درآمد واحد تحت 

 :میپردازیمي مدل فوق هایژگیو
 هرگاهاست  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهیک  Oواحد  -4تعریف 

oARE =1. 
 شدنی است. α) به ازاي هر 20مدل ( -5قضیه 

 اثبات: قرار دهید
10 ( ), 1, 0, ( ) 1, 2,...,j o i i rh rj rjj o p p y y b r sλ λ ϕ α σ+ − −= ≠ = = = = + =

) صدق خواهد 20هاي مدل (این جواب در همه محدودیت صورت نیادر  
 ■کرد.
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هاي واحدها تصادفی باشند و فضاي امکان تولید نیز ها و خروجیبنابراین اگر ورودي
 αدر سطح  oOSSRو  oAREمحدب با بازده به مقیاس متغیر باشد آنگاه براي محاسبه 

را به دست  oARE) مقدار 21) را اجرا کرده و سپس به کمک رابطه (20ابتدا مدل (
توان از در بازده به مقیاس متغیر، می oOSSRآوریم. در این حالت، براي محاسبهمی

*هايبا وزنoDMUترکیب محدب نقطه مرجع  *

1

n

j j
j

λ λ
=
استفاده کرد که در آن  ∑

* ( 1, 2,..., )j j nλ ) هر 21در رابطه (oAREباشند. مقدار) می20مقادیر بهینه مدل (=
1oAREاگر  حالنیباااز یک نخواهد بود  ترکوچک لزوماًتواند باشد و مقداري می = 

خواهد بود و  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهباشد واحد تحت بررسی، 
متوسط کارایی  ازنظربیشتر باشد واحد تحت ارزیابی oARE، هر چه مقدارαتحت هر 

 رتبه بهتري خواهد داشت. درآمد

 هایافته
در این بخش، مدل پیشنهادي را براي ارزیابی عملکرد دوازده منطقه پستی در ایران به کار 

ي مربوط به مناطق پستی با یک ورودي و سه خروجی هادادهگیریم. براي این منظور می
 صورت زیر استخراج شد:به

1x :ي پرسنلی و غیرپرسنلیهانهیهز 

1y شده: تعداد مرسولات عادي، پیشتاز، سفارشی و ویژه پذیرفته 

2yتعداد مرسولات سرویس الکترونیک : 

3yخدمات فروش : 
 يهاماهه و در فاصله سال 36براي دوازده منطقه پستی در یک دوره  موردنظري هاداده

ي مدیریتی شرکت پست جمهوري اسلامی ایران و با هاگزارشاز سامانه  2018تا  2016
شده آوريشرکت ملی پست جمهوري اسلامی ایران جمع وبودجهبرنامههمکاري مرکز 

 آورده شده است. 1ي در جدول ریگنیانگیماست. این اطلاعات بعد از 
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 2018-2016هاي ها در سال. میانگین داده1جدول 

 1x 1y 2y 3y مراکز پستی
 348754 105536 768889 650 استان اصفهان

 83374 20096 297421 162 استان زنجان

 128443 27646 389839 194 استان قزوین

 68705 259354 446094 599 استان گیلان

 272790 552835 767261 539 استان مازندران

 150266 69860 731567 420 استان البرز

 262535 57364 3861296 368 ی تهرانپست 11منطقه 

 770283 413537 975355 412 ی تهرانپست 13منطقه 

 266943 45607 1849588 501 ی تهرانپست 14منطقه 

 120178 61804 482563 391 پستی تهران 16منطقه 

 47894 87385 230281 380 ی تهرانپست 18منطقه 

 66407 11347 392523 195 استان قم

ي خروجی هامتیقي خدمات براي تمامی مناطق پستی، هامتیقبودن با توجه به یکسان
صورت زیر محاسبه هاي این سه سال بهي قیمتریگنیانگیمواحدها یکسان بوده و از طریق 

 اند:شده

1qکیهر ترافبه ازاي  ویژه -: میانگین قیمت مرسولات عادي 

2q کیهر تراف: میانگین قیمت مرسولات سرویس الکترونیک به ازاي 

3q کیهر تراف: میانگین قیمت حاصل از خدمات فروش به ازاي 
براي سه سال  هامتیقها در طول سه سال، مقادیر محسوس قیمت رییتغعدمبا توجه به 

 .اندشدهقطعی فرض  صورتبه
انجام  GAMS) و توسط برنامه 21) و (20)، (7ي (هارابطهارزیابی واحدهاي پستی با 

 به دست آمد. 2جدول  صورتبهشد و نتایج آن 
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 واحدها متوسط کارایی درآمد. مقادیر 2جدول 

 مراکز پستی
در حالت قطعی با  AREمقادیر 

پذیري پوسته دسترسیتکنولوژي 
 آزاد

α 

115/0 274/0 382/0 5/0 

 14/0 16/0 19/0 23/0 14/0 استان اصفهان
 20/0 19/0 20/0 03/0 20/0 استان زنجان
 22/0 22/0 24/0 12/0 22/0 استان قزوین

 11/0 11/0 12/0 06/0 11/0 گیلاناستان 
 23/0 24/0 30/0 28/0 23/0 استان مازندران

 19/0 21/0 29/0 42/0 19/0 استان البرز
 1 1 1,13 /70 1 ی تهرانپست 11منطقه 
 38/0 41/0 53/0 65/0 38/0 ی تهرانپست 13منطقه 
 37/0 43/0 60/0 1 37/0 ی تهرانپست 14منطقه 
 14/0 14/0 18/0 19/0 14/0 ی تهرانپست 16منطقه 
 08/0 08/0 09/0 08/0 08/0 ی تهرانپست 18منطقه 

 20/0 21/0 27/0 31/0 20/0 استان قم

متوسط ي قطعی مراکز پستی در نظر گرفته و مقادیر هاداده عنوانبه 1ي جدول هادادهاگر 
 پذیري آزاددسترسی پوستهمراکز پستی در حالت نامحدب و با تکنولوژي  کارایی درآمد

. شوندیمبراي واحدهاي پستی ایجاد  2محاسبه شوند آنگاه مقادیر ستون دوم جدول 
تهران که داراي  11، تنها واحد پستی منطقه شودیمطور که در این ستون مشاهده همان

اندازه مقیاس بهینه بر اساس  عنوانبهبرابر با یک هست  متوسط کارایی درآمدمقدار 
اندازه مقیاس بهینه بر اساس و بقیه واحدهاي پستی  شودیمشناخته  سازي درآمدبیشینه
اندازه مقیاس بهینه بر اساس  عنوانبهتهران  11نیستند و واحد منطقه  سازي درآمدبیشینه
. علاوه بر این هر واحدي که شودیممرجع براي همه واحدها انتخاب  سازي درآمدبیشینه

متوسط کارایی  ازلحاظبالاتري نسبت به بقیه واحدها باشد  ایی درآمدمتوسط کارداراي 
تهران، واحد  11رتبه بالاتري خواهد داشت و بنابراین بعد از واحد منطقه  کارایی درآمد

را در بین دیگر واحدها دارد در  متوسط کارایی درآمدتهران که بالاترین مقدار  13منطقه 
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ورترین اندازه بهره ازلحاظاگر در این حالت، واحدها را . همچنین ردیگیمرتبه دوم قرار 
که واحدهاي پستی استان  میرسیم)) به این نتیجه 10بودن مقایسه کنیم (رابطه ( مقیاس

هستند این در حالی است  ورترین اندازه مقیاسبهرهتهران هر سه  13و  11مازندران، مناطق 
 سازي درآمدمقیاس بهینه بر اساس بیشینهاندازه ، 13که واحد پستی مازندران و منطقه 

بودن یک واحد  ورترین اندازه مقیاسبهرهنشان داده شد  3طور که در قضیه نیستند و همان
بودن یک واحد  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهشرط لازم و نه کافی براي 

 است.

محدب بپردازیم و براي  اکنون اگر بخواهیم به ارزیابی واحدهاي پستی در فضاي
ي واحدها را نیز در طول هایخروجي ورودي و ریگاندازهدقت بیشتر در ارزیابی، خطاهاي 

ي تصادفی استفاده هایخروج) با ورودي و 20این سه سال در نظر بگیریم از مدل تصادفی (
ل ي مراکز پستی داراي توزیعی نرماهادادهشود که شود. براي این منظور فرض میمی

هستند و مقادیر انحراف معیار  1هستند. مقادیر میانگین این واحدها همان مقادیر جدول 
شوند. ي این سه سال در نظر گرفته میهادادهواحدها نیز از طریق محاسبه انحرافات از معیار 

ي همه واحدها و همچنین عدم هایخروجو  هايورودبا فرض یکسان بودن خطاها در 
مدل  نیاز اشده و نتایج حاصل ) استفاده20، از مدل (هایخروجو  هايورودهمبستگی بین 

 آمده است. 2 در جدول αبراي سه مقدار 
α/اگر   =0 واحدها  متوسط کارایی درآمددر نظر گرفته شود آنگاه مقادیر 115

، شودیمطور که در این ستون مشاهده خواهند بود. همان 2ستون سوم جدول  صورتبه
برابر یک است و لذا در این  متوسط کارایی درآمدتهران داراي  14تنها واحد پستی منطقه 

است و مرجع  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه، فقط این واحد αسطح از 
سایر واحدها نیز همین واحد پستی است.  سازي درآمدازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهاند

α/اگر =0 اندازه مقیاس بهینه از واحدهاي پستی  کیچیهدر نظر گرفته شود آنگاه  274
از  کیچیه متوسط کارایی درآمدنخواهند بود؛ زیرا مقدار  سازي درآمدبر اساس بیشینه



 1401 پاییز | 66شماره | بیستم سال |یصنعت تیریمطالعات مد | 104

اندازه مقیاس بهینه بر اساس ، مقدار αواحدها برابر یک نیست. در این سطح از 
 :است ذیل صورتهمه واحدها به سازي درآمدبیشینه

1 1 2 3( / , / , / , / )x y y y= = = =386 91 3519031 69 112173 34 263669 41
 تهران است. 11این واحد، ترکیب محدبی از واحدهاي پستی مازندران و منطقه  

α/اگر =0 متوسط کارایی تهران داراي  11باشد، آنگاه واحد پستی منطقه  382
مرجع  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهبرابر یک خواهد شد و تنها  درآمد

α/همه واحدها همین واحد پستی خواهد بود و سرانجام اگر =0 باشد نیز همانند حالت 5
/α =0 ، واحد پستی منطقه سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهتنها واحد  382

سایر واحدها نیز  سازي درآمداندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهتهران است که مرجع  11
α/وقتی درواقعقرار گرفته است.  =0 ) نتایج یکسانی 11) با مدل (20است مدل ( 5

صورت ي واحدهاي پستی را بههاداده، اگر فضا را محدب و گریدعبارتبهخواهند داشت. 
را براي واحدهاي  2در نظر بگیریم همان نتایج ستون آخر جدول  1قطعی مانند جدول 

α/پستی خواهیم داشت؛ زیرا در سطح =0 قرار  مورداستفادهتنها میانگین واحدها  5
 پوسته. علاوه بر این، نتایج ستون آخر با نتایج ستون دوم که حالت نامحدب ردیگیم

) و 7( يهاارزي مدلبه خاطر هم مسئلهاند که این هست برابر شده پذیري آزاددسترسی
این  2شده در جدول نشان داده شد. نکته آخر در مورد نتایج ارائه 4) است که در قضیه 11(

بیشتري داشته باشد  متوسط کارایی درآمد، واحدي که مقدار αاست که در هر سطحی از 
قرار دارد. در رتبه بهتري نسبت به سایر واحدها  متوسط کارایی درآمدکارایی  ازلحاظ

هاي متفاوت با مدل αبررسی اعتبار خارجی مدل، نتایج مدل تصادفی به ازاي  منظوربه
هاي αهاي تصادفی و دربرگیريدهد در نظر گرفتن دادهقطعی مقایسه شد که نشان می

 دارند. ریتأثمتفاوت بر نمرات کارایی 
براي رسیدگی اعتبارسنجی داخلی و حساسیت واحدها به هر یک از مقادیر خروجی، 

به دست  3جدول  صورتبهشده محاسبه و هاي انتخابیی واحدها با خروجیکارامقادیر 
 .آورده شد
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شود، مقادیر کارایی اکثر واحدها با حذف طور که در این جدول مشاهده میهمان
زیادي در کارایی و  ریتأثندارند اما حذف خروجی اول که ها تغییر چندانی بعضی خروجی

قرار  ریتأثی کارایی واحدها را تحت توجهقابلدرآمدزایی واحدهاي پستی دارد به میزان 
شده داراي تهران که در اغلب حالات بررسی 11واحد پستی منطقه  مثالعنوانبهداده است. 

ل به یک واحد پستی ناکارا تبدیل شده کارایی برابر یک بوده با حذف متغیر خروجی او
 است.

α/ سطح ی درخروجترکیبات متفاوت ورودي و  با . متوسط کارایی درآمد3جدول  = 0 5 
1 مراکز پستی 1,x y 1 1 2, ,x y y 1 1 3, ,x y y 1 2 3, ,x y y 1 1 2 3, , ,x y y y 

 14/0 22/0 13/0 12/0 11/0 استان اصفهان
 20/0 20/0 19/0 18/0 17/0 استان زنجان
 22/0 25/0 21/0 20/0 19/0 استان قزوین
 11/0 25/0 07/0 11/0 07/0 استان گیلان

 23/0 64/0 15/0 22/0 14/0 استان مازندران
 19/0 18/0 18/0 18/0 17/0 استان البرز

 1 27/0 1 1 1 ی تهرانپست 11منطقه 
 38/0 1 30/0 30/0 23/0 ی تهرانپست 13منطقه 
 37/0 19/0 36/0 35/0 35/0 ی تهرانپست 14منطقه 
 14/0 16/0 13/0 13/0 12/0 ی تهرانپست 16منطقه 
 08/0 15/0 06/0 08/0 06/0 ی تهرانپست 18منطقه 

 20/0 12/0 20/0 19/0 19/0 استان قم

 گیريبحث و نتیجه
 واحدها هايخروجی هايقیمت که زمانیخصوص به واقعی، هاينمونه از بسیاري در

 واحدها کارایی هزینه ارزیابی از بیشتر واحدها درآمد کارایی ارزیابی باشند، مشخص
اندازه مقیاس  ومتوسط کارایی هزینه  مفاهیم مقاله این در ،رونی. ازادارد قرارموردتوجه 

 حالت براي اندشده ارائه واحدها هزینه مبناي برها تحلیل پوششی داده ادبیات در کهبهینه 
اندازه مقیاس بهینه بر اساس  ومتوسط کارایی درآمد  مفاهیم و شدهداده توسعه درآمد
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متوسط کارایی  مقادیر توانمی چگونه که شد داده نشان. شدند تعریفسازي درآمد بیشینه
 در درآمد کارایی اندازه از تردقیق و ارزشمند بسیار کارایی اندازه یکعنوان به رادرآمد 

. کرد محاسبه مقیاس به بازده مورد در فرضی هیچ بدون و نامحدب و محدب فضاهاي
 محاسبه مدل کارگیريبه و خروجی و ورودي متغیرهاي بودن تصادفی فرض با همچنین

 محاسبه براي دوم درجه قطعی مدل یک احتمالی، هايمحدودیت بامتوسط کارایی درآمد 
 خطی مدل یک به متغیرها بودن ناهمبسته فرض با که شد ارائهمتوسط کارایی درآمد 

متوسط کارایی  مقادیر بود خواهیم قادر خطی مدل این کمک به کهيطوربه شدهتبدیل

 کرده تعیین را تصادفی درآمد واحدهاي سازيبیشینه اساس براندازه مقیاس بهینه  و درآمد

 براي و واقعی نمونه یک در پیشنهادي هايمدل پایان در. بپردازیمها آن ارزیابی به و
 که شد دیده نمونه این در و شد گرفته کار به پستی واحد دهمتوسط کارایی درآمد  ارزیابی

 اندازه بهترین درآمد، کارایی به نسبت تردقیق ارزیابی یک ارائه ضمن پیشنهادي هايمدل
 .کنندمی معرفی ناکارا واحدهاي مرجع واحدعنوان به را درآمدي مقیاس

هایی که عوامل نامطلوب و تصادفی حضور توسعه روش پیشنهادي براي موقعیت
ورترین اندازه تخمین بهره علاوهبهرسد. دارند موضوع جالبی براي تحقیقات آتی به نظر می

مبحثی براي بررسی بیشتر مطرح  عنوانبههاي فازي و تصادفی مقیاس در حضور شاخص
شده در این مقاله براي ارزیابی هاي موجود، روش معرفیشود. با توجه به محدودیتمی

 ورترین اندازه مقیاس دوازده منطقه پستی در ایران استفاده شد.کارایی و تخمین بهره
ي آن در ریکارگبهکارگیري این روش براي ارزیابی تمامی مراکز پستی ایران و همچنین به

 هاي آتی در نظر گرفت.بررسی عنوانبهتوان صنعت بانکداري را می

 تعارض منافع
 تعارض منافع نداریم.
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